
海淀高三年级第一学期期中考试（理）试卷深入解析 

精华学校数学组 樊兆春 王威 

 

【试题特点】 

 这次海淀区的期中考试范围是：集合、函数、三角函数、平面向量、解三角形、数列。 

    本次试题符合 2013 年考试说明的要求，特别是反映了北京市 2014 年高考的改革方向。

试题以下几个特点特别值得教师和学生关注。 

1.试卷以中等难度的题为主，对数学基础知识的考察，既全面又突出重点，并注重了学

科的内在联系和知识的综合。命题的立意以能力立意为主，重点考察了学生数学素养和思维

能力、分析问题及解决综合问题的能力。 

2.与往年相比试题的新变化： 

（1）考察基础知识、基本方法的题目更趋于直白，少了较复杂的运算和陷阱，不需学

生题海战术就能得分。且重点知识重点考，考察通性通法，避免繁杂的运算及技巧； 

（2）注重对重要数学概念的考察。要求学生对所学内容要真正理解，掌握概念的内涵

和外延，从而运用概念解决问题。 

（3）注重对重要数学思想、思维方法、逻辑推理方法及分析问题和解决综合问题的考

察。 

通过以上分析，高三的数学复习，题海战术与高考的要求是相违背的，是一种低效的复

习方式。应在对基础知识和概念的理解上多下工夫，思考和总结与做题并重，特别是要注重

对重要数学思想和思维方法的训练和体会。 

【试卷分析】 

一、选择题部分 

1.已知集合  1,1,2A   ，  | 1 0B x x   ，则 A B （    ） 

A. 1,1,2    B. 1,2     C. 1,2    D. 2  

 

【分析】本题考查集合的表示与运算，难度不大，掌握表示方法、了解运算概念即可解决。

集合的核心考察主要就集中在集合的表示和运算上，常与基本的解不等式结合考察。 

【解】A. 



 1,1,2A   ，  | 1B x x   ，两集公有的元素只有 1,1,2 ，故选 A. 

 

2.下列函数中，值域为  0, 的函数是（    ） 

A.  f x x   B.   lnf x x   C.   2xf x     D.   tanf x x  

 

【分析】本题考查基本函数的值域，属于基础内容，难度不大。要求考生对指数函数、幂函

数、对数函数和三角函数的定义域和值域有基本的认识。这些基本函数的三要素和各个函数

的通性要在理解的基础上熟记。 

【解】C. 

对于 A 选项，考察基本的幂函数，  f x x 的定义域是 0, ，值域也是 0, ；对

于 B 选项，考察对数函数，   lnf x x 的定义域是  0, ，值域是R ；对于 C.选项，考

察指数函数，   2xf x  的定义域是R ，值域是  0, ；对于 D 选项考察正切函数，其定

义域为 ( , )
2 2

k k
 

    ，其中 k Z ，值域是R 。故选 C. 

 

3.在 ABC 中，若 tan 2A  ，则cos A （    ） 

A.
5

5
    B.

5

5
     C.

2 5

5
    D.

2 5

5
  

 

【分析】本题考察同角三角函数之间的关系（ 2 2sin
tan ,sin cos 1

cos


  


   ）及三角

函数符号与角度大小的关系，难度适中。本题处需要熟悉同角三角函数关系之外还涉及到三

角函数求解问题中常见的角的范围限制，依据角的限制条件确定三角函数的符号。 

【解】D. 

由于 A为 ABC 的内角，且 tan 0A ，可知 ( , )
2

A


 ，则cos 0A 。根据同角三角函

数公式可知，
sin

tan 2
cos

A
A

A
   ，即sin 2cosA A  ，可得

2 2 2cos sin 5cos 1A A A   ，

那么解得
5

cos
5

A   。故选 B 

 

4.在平面直角坐标系 xOy 中，已知点 (0,0)O ， (0,1)A ， (1, 2)B  ， ( ,0)C m . 若 //OB AC ，

则实数m 的值为（    ） 

A. 2     B.
1

2
     C.

1

2
    D. 2  



 

【分析】本题考察向量共线的关系判定（ //a b a b  ）以及向量的坐标表示，难度适

中。向量位置关系的判定是向量常考考点之一，除向量平行的判定外向量的垂直判定和夹角

的求解也是向量的核心考点之一，需要熟练掌握和运用。 

【解】C. 

解法一：根据已知可解的 (1 0, 2 0) (1, 2)OB       ， ( 0,0 1) ( , 1)AC m m     ，根

据向量平行的判定可知，OB AC ，即
1 2

1m





，可解的
1

2
m  。故选 C. 

解法二：将对应的点在坐标系中表明，通过集合关系可以直接得出
1

2
m  。故选 C. 

 

5.若a R ，则“
2a a ”是“ 1a  ”的（    ） 

A.充分而不必要条件    B.必要而不充分条件 

C.充分必要条件     D.既不充分也不必要条件 

 

【分析】本题考察简易逻辑部分充分必要性的判断。这部分内容属于高考中点高频考点之一，

考试方式特殊。主要依托充分条件和必要条件的定义来考察不同知识点的细节。对于充分条

件和必要条件问题强调：必要条件对应集合包含充分条件对应集合。 

【解】B. 

对于
2a a 可以解得 0a  或 1a  ，可知

21a a a   ，根据充分条件必要条件的定义，

可知
2a a 为 1a  的必要而不充分条件。故选 B. 

 

6.已知数列 na 的通项公式  2 3 13n

na n  ，则该数列的前n 项和 nS 取最小值时，n 的值

为（    ） 

A.3      B. 4      C.5      D. 6  

 

【分析】本题考察数列前n 项和与数列 na 之间的关系，需要考生注意到数列 na 中项的

正负对于前 n 和 nS 的影响，难度适中。本题是对数列概念的深入考察，充分体现了对概念

理解和思维逻辑的考察。 

【解】B. 

通过题目可知，对于数列 nS ，当 2n  时，  1 2 3 13n

n n nS S a n    。可知，当 4n 

时，  1 2 3 13 0n

n n nS S a n     ，即有 1 2 3 4S S S S   ；当 5n  时，同理可以得到

4 5 6 7 ....S S S S    ，可知 4S 为最小值。故选 B. 



7.已知 0a  ，函数  
 

 2

sin , 1,0
2

1, 1,

x x
f x

ax ax x


 

 
    

，若
1 1

( )
3 2

f t    ，则实数 t 的取值

范围为（    ） 

A.
2

[ ,0)
3

    B. [ 1,0)    C. [2,3)     D. (0, )  

 

【分析】本题考察了分段函数的函数单调性，需要考生具有一定的数学能力，了解处理函数

问题的基本原则，本题选出答案并不难，但是具体说明原因难度较高。由于题目中有参数a

的存在，导致了很多同学没有很好的把握好这道题目。对于非简单基本函数，一定要从函数

通性入手研究相应问题，本题从通性入手可以很顺利的完成。 

【解】D. 

解法一：特殊值极端原理，由于 0a  ，我们可知当 t 趋于正无穷时，
1

3
t  也趋于正无穷，

那么此时
1

( )
3

f t  的值也会趋于正无穷，必然满足
1 1

( )
3 2

f t    ，说明 t 的取值可以趋于

正无穷，根据选项特征，确定选择 D 选项。 

解法二：对于函数 ( )f x ，当  1,0x  时， ( ) sin
2

f x x


 为单调递增函数；当  0,x 

时， 2( ) 1f x ax ax   ，也为单调递增函数，又因为 2sin 0 0 0 0 1 1
2

a a

        ，

可知 ( )f x 在整个定义域内为单调函数。又
1 1 1

( ) sin sin
3 2 3 6 2

f
  

        
 

，那么得

到不等式
1 1 1

( ) ( )
3 2 3

f t f     ，即
1 1

3 3
t    ，同时

1
[ 1, )

3
t     ，可以解得 0t  。

故选 D. 

 

8.已知函数
sin cos

( )
sin cos

x x
f x

x x


 ，在下列结论中： 

① 是 ( )f x 的一个周期； 

② ( )f x 的图像关于直线
4

x


 对称； 

③ ( )f x 在 ( ,0)
2


 上单调递减. 

正确结论的个数为（    ） 

A. 0      B.1      C. 2      D.3  

 

【分析】本题综合考察了三角函数的性质和函数通性的判断，综合性和难度都比较高。考察

内容不但涉及到了函数通性中周期性（ ( ) ( ) ( )f x T f x f x   为周期函数）、对称性 



（ (2 ) ( ) ( )f a x f x f x   关于 x a 对称）和单调性（ '( )f x 的正负与原函数增减一致）

的判断方法同时还考察了三角函数自身的性质。本题很好的考察了函数的概念和函数的研究

方法，也是考生今后复习的重点。本题函数图像如下图所示： 

 

【解】C. 

首先对函数进行化简，可得
sin cos 1 1

( )
sin cos cos sin

x x
f x

x x x x


   。对于结论①，利用周期

性的判断方法，可得  
1 1 1 1

( )
cos( ) sin( ) cos sin

f x f x
x x x x


 

 
        

   
，周

期为 2 ，故本结论不正确；对于结论②，利用函数对称性判断方法，可得

1 1 1 1 1 1
(2 )

4 sin cos
cos(2 ) sin(2 ) cos sin

4 4 2 2

f x
x x

x x x x



   
       

   
        

   

 f x ，可知
4

x


 为 ( )f x 对称轴，故本结论正确；对于结论③，对原函数求导可以得

到
2 2

cos sin
'( )

sin cos

x x
f x

x x
   ，当 ( ,0)

2
x


  时，

2

cos
0

sin

x

x
  且

2

sin
0

cos

x

x
 ，则 '( ) 0f x  ，

原函数单调递减，故本结论成立。综上可知选 C. 

二、填空题部分 

9.  
1

0
2 1x dx  _______________. 

 

【分析】本题考察了定积分的定义和运算，而且还是直线的定积分考察，难度不大。定积分 

的考察主要是基于对定积分概念和方法的理解，难度普遍不大，关键是要掌握计算的方法。

对于直线的定积分问题可以直接通过集合意义求解直线下面积即可。 

【解】2  

解法一：根据定积分的计算法则可知  
1

2 1

0
0

2 1 | 2 0 2x dx x x      。故填2 。 

解法二：根据定积分的概念，可以知道  
1

0
2 1x dx 表示四条直线： 2 1y x  ， 0y  ，

0x  ， 1x  围成的梯形面积，根据梯形面积公式可知    
1

0

1
2 1 1 1 3 2

2
x dx      。



故填2 。 

 

10.已知数列 na 为等差数列，若
1 3 5a a  ，

2 4 10a a  ，则通项公式
na  ____________. 

 

【分析】本题考察等差数列的概念和基本性质，难度不大。等差数列和等比数列的问题多数

可以通过“回归基本量”（
1a ， d 或

1a ， q ）的方法予以解决，如果通过等差（比）数列处

理通常可以简化计算过程。 

【解】  
5

1
2

n   

解法一：
1 3 1 1 12 2 2 5a a a a d a d       ，

2 4 1 1 13 2 4 10a a a d a d a d        ，

建立方程组 1

1

5

2

2 5

a d

a d


 


  

，解得
1 0

5

2

a

d








，故  
5

1
2

na n  。 

解法二：根据等差中项性质，可知
1 3 22 5a a a   ，

2 4 32 10a a a   ，可得
2

5

2
a  ，

3 5a  ，可知
5

2
d  ，可以得到    2

5
2 1

2
na a d n n     。 

 

11.已知
2log 5a  ，2 3b  ，

3log 2c  ，则 , ,a b c的大小关系为_______________. 

 

【分析】本题考察对数的概念和对数函数的单调性，此类问题属于相对常规的问题，需要注

意底数大小对于对数函数单调性的影响以及对数函数的特殊值的位置。 

【解】a b c   

由于2 3b  ，可知
2log 3b  ，对于函数 2( ) logf x x 为单调递增函数，那么 2 2log 5 log 3 ，

即a b ；同样函数
3g( ) logx x 也为单调递增函数，那么可知 3 3 2log 2 log 3 1 log 3   ，

可知b c 。综上可知a b c  。 

 

12.函数  ( ) 2sinf x x   （ 0,
2


   ）的图像如图所

示，则 ___________， _____________. 

 

【分析】本题考察三角函数的图像变化，属于常规问题的考察，掌握基本规律不会有太大难

度。本题需要了解到三角函数的周期与的关系，同时要利用题目中的已知点对 进行推

理。同时，对于 的求解也是有规律可循的，对于  sin x  的图像， 的值可以通过原

函数零点平移后的横坐标 0x 求得，其关系为 0x   本题给出的坐标可能相对于带有 的



坐标更陌生，希望考生可以灵活处理。 

【解】
2

,
3 6


  

根据图像可知 ( )f x 的周期为3，那么
2

3



 ，可解得

2

3
  ；观察图像，其给出了一个

特殊点 (0,1) ，则  (0) 2sin 0 2sin 1f        ，可得
1

sin
2

  ，又因为
2


  ，

可得
6


  。或者直接使用结论

0x   求解 的值，通过图像可知， 0

1

4
x   ，那么可

得
0

2 1

3 4 6
x


  

 
      

 
。故填

2
,

3 6


 . 

 

13.已知 ABC 是正三角形，设向量a AC AB  . 若向量a 与向量 AC 的夹角大于90，

则实数的取值范围是__________________. 

 

 

【分析】本题考察向量基本的线性表示和向量的数量积。本题较文科题目的变化在于选择了

一组非垂直的单位向量作为基底。此类题目可以直接通过数量积进行 ABC 运算，或者使

用向量的坐标表示进行处理。 

【解】 2   

解法一：若向量a 与向量 AC 的夹角大于90，可知 0a AC  ，  a AC AC AB AC   

2

AC AB AC   。 由 于 ,A B A C为 正 三 角 形 ABC 的 边 ， 则
2

1AC  ，

1
cos

2
AB AC AB AC BAC     ，可知

1
1 0

2
  ，解得 2  。 

解法二：以点 A作为坐标原点，AC 所在直线为 x 轴，以垂足为 A且垂直于 AC 的直线为 y

轴，那么可得点的坐标如下：
1 3

(0,0), ( , ), (1,0)
2 2

A B C 。那么
1 3

( , )
2 2

AB  ， (1,0)AC  ，

那么
1 3

(1 , )
2 2

a AC AB       ，那么
1

1 0
2

a AC     ，解得 2  . 

14.定义在 (0, ) 上的函数 ( )f x 满足： 

①当 [0,3)x 时， ( ) 1 2f x x   ；② (3 ) 3 ( )f x f x . 

设关于 x 的函数 ( ) ( )F x f x a  的零点从小到大依次为 1 2, ... ...nx x x  

（ⅰ）若 1a  ，则 1 2 3x x x   __________； 



（ⅱ）若 (1,3)a ，则
1 2 2 1 2... n nx x x x     ___________. 

 

 

【分析】本题主要考察函数方程意义、赋值法数列和函数综合，同时渗透了数形结合的数学

思想，综合考察学生对于函数和数列的理解，难度较大。本题对于考生的数学能力和逻辑思

维的要求较高，也是北京地区命题的趋势，重视基本概念和数学方法结论的推理过程。题目

要从 [0,3)x 的解析式入手，通过 (3 ) 3 ( )f x f x 将整个函数的图像推理出来，对题目进

行求解。其函数图像如下图所示： 

 

 根据上图可知函数在每段区间内图像相似，而且具有对称轴，对于第二问，其图像如下

图所示： 

 

 可以发现，每一组跟都关于其区间内的对称轴对称，依次可以相对直观的解决题目。 

 

【解】（ⅰ）14；（ⅱ）  6 3 1n   

首先对于函数进行整体分析，由于 (3 ) 3 ( )f x f x ，可以推得 (3 ) 3 ( )n nf x f x 。 

（ⅰ）解法一：由图像可知 1 2 3, ,x x x 应该在[1,9)内取到，而且当 [1,3)x 时， ( ) 1 0f x  

的根为 1 2x  ，当 [3,9)x ，可知 ( ) 3 ( )
3

x
f x f ，可知3 ( ) 1

3

x
f  ，根为 2 34, 8x x  ，

所以 1 2 3 14x x x   。故填14 . 

解法二：根据图像可知， [1,3)x 时， ( ) 1 0f x   根恰好在对称轴 2x  处，可知 1 2x  ；

当 [3,9)x 时，函数关于 6x  对称，那么 ( ) 1 0f x   的两根 2 3,x x 关于 6x  对称，可得

2 3 2 6 12x x    ，那么 1 2 3 14x x x   。故填14 . 



（ⅱ）由图像可知，当 (1,3)a 时，[1,3) 内不存在根，同样可知，第一组根
1 2, [3,9)x x  ，

那么根据（ⅰ）所提的对称性，可知 1 2 6
2

x x
 ，同理，可知当 1

2 1 2, [3 ,3 )n n

n nx x 

  时，

其对称轴为2 3n ，那么 2 1 2 2 3
2

nn nx x 
  。那么可以得到： 

   1 2 2 1 2... 2 6 18 ... 2 3 6 3 1n n

n nx x x x            

 

三、解答题部分 

15.在 ABC 中， 60A ，3 2b c ，
3 3

2
ABCS  . 

（Ⅰ）求b 的值； 

（Ⅱ）求sin B 的值. 

 

【分析】本题考察解三角形的基本内容，对正弦定理、余弦定理和面积公式均有考察，难度

不大，属于高考常规题目。这类习题考生需要正确使用已学公式，以保证题目快速准确的得

出结果，若要做到这一点，需要对正余弦定理的公式形式十分熟悉。本题第（Ⅰ）问中，使

用面积公式
1

sin
2

ABCS bc A  可以的到相应的解；第（Ⅱ）问中，已知两边 ,b c及其夹角 A，

符合余弦定理的基本形式，使用余弦定理可解得边a ，利用正弦定理可得出结果。 

【解】（Ⅰ）由 60A  和
3 3

2
ABCS  可得

1 3 3
sin60

2 2
bc  , （ 2 分） 

所以 6bc  ，         （3 分） 

又3 2 ,b c  

所以 2, 3b c  .         （5 分） 

（Ⅱ）因为 2, 3b c  , 60A  , 

由余弦定理 2 2 2 2 cosa b c bc A   可得    （7 分） 

2 2 22 3 6 7a     ，即 7a  .     （9 分） 

由正弦定理
sin sin

a b

A B
 可得       （11 分） 

7 2

sinsin60 B
 ，        （12 分） 

所以
21

sin
7

B  .         （13 分） 

 



16.已知函数 2( ) 3 cos 4 2cos 2 1
4

f x x x
 

    
 

. 

（Ⅰ）求 ( )f x 的最小正周期； 

（Ⅱ）求 ( )f x 在区间[ , ]
6 4

 
 上的取值范围. 

 

【分析】本题考察三角函数的恒等变化以及三角函数图像性质，以及在具体区间上求解函数

的值域问题。这类问题是北京近 5 年来高考的必考题目，因为涉及知识点和方法比较全面，

所以受到命题人的亲睐。对于三角函数的恒等变化中，需要熟练掌握倍角半角公式（也成为

升幂降幂公式，即： 2 1 cos 2
cos

2





 ， 2 1 cos 2

sin
2





 ，

1
sin cos sin 2

2
   ）

和辅助角公式（  2 2cos sin sina b a b       ，其中 tan
a

b
  ），这两组公式的

考察较多。对于基础的三角函数图像性质（如对称轴，周期性，对称性等），另外，在具体

区间上求解函数的值域的问题希望可以对图像十分熟悉，了解对称轴位置，以判断取最值的

位置。 

【解】（Ⅰ）
π

( ) 3cos4 cos(4 )
2

f x x x         (2 分) 

            3cos4 sin4x x          (4 分) 

           
π

2sin(4 )
3

x           ( 6 分) 

( )f x 最小正周期为
π

2
T  ，        (8 分) 

（Ⅱ）因为
π π

6 4
x   ，所以

π π 4π
4

3 3 3
x         (10 分) 

      所以
3 π

sin(4 ) 1
2 3

x                       (12 分) 

      所以
π

3 2sin(4 ) 2
3

x    ，                 (13 分) 

所以 ( )f x 取值范围为[ 3,2] .                (14 分) 

 

17.如图，已知点 (11,0)A ，直线 x t （ 1 11t   ）与函

数 1y x  的图像交于点 P ，与 x 轴交于点 H ，记

APH 的面积为 ( )f t . 

（Ⅰ）求函数 ( )f t 的解析式； 

（Ⅱ）求函数 ( )f t 的最大值. 

x

y



 

【分析】本题考察函数的实际应用，主要考查学生构建函数模型的能力，以及利用导数求解

函数最值的能力，难度适中。这类型问题是海淀高三期中考历年主要考察的题型之一，也体

现了数学的应用能力考查，在新的高考政策出台后，这类型的问题会受到相应的重视。在后

期在高考数学中这一题型考查形式会发生相应变化，多出现在高考数学中的压轴小题部分。

特别强调，这类型构造函数模型的问题要对函数定义域有明确的把握，不能只重视解析式的

求解而忽略函数的定义域。 

【解】（Ⅰ）由已知 11 , 1AH t PH t            （1 分） 

        所以 APH 的面积为
1

( ) (11 ) 1
2

f t t t   ，其中 1 11t   .   （4 分） 

（Ⅱ）解法一： 
1 1 1

'( ) 1 (11 )
2 2 2 1

f t t t
t

      


 

                
3(3 )

4 1

t

t





7 分 

由 '( ) 0f t  得 3t  ，                               （8 分） 

函数 ( )f t 与 '( )f t 在定义域上的情况下表： 

t  ( 1,3)  3 (3,11)  

'( )f t  + 0   

( )f t  ↗ 极大值 ↘ 

（12 分） 

所以当 3t  时，函数 ( )f t 取得最大值 8.                （13 分） 

解法二：由
21 1

( ) (11 ) 1 (11 ) ( 1), 1 11
2 2

f t t t t t t          

设
2( ) (11 ) ( 1), 1 11g t t t t      ，                    （6 分） 

则
2'( ) 2(11 )( 1) (11 ) ( 11)( 11 2 2) 3( 3)( 11)g t t t t t t t t t              . （7 分） 

函数 ( )g t 与 '( )g t 在定义域上的情况下表： 

t  ( 1,3)  3 (3,11)  

'( )g t  + 0   

( )g t  ↗ 极大值 ↘ 

（11 分） 

所以当 3t  时，函数 ( )g t 取得最大值，                （12 分） 

所以当 3t  时，函数 ( )f t 取得最大值
1

(3) 8
2

g  .       （13 分） 

 



18.已知数列 na 满足：①
2 0a  ；②对于任意正整数 ,p q，都有 2p q

p qa a   成立. 

（Ⅰ）求
1a 的值； 

（Ⅱ）求数列 na 的通项公式； 

（Ⅲ）若  
2

1n nb a  ，求数列 nb 的前n 项和公式. 

【分析】本题主要考察数列的任意性，通过正确的赋值可以构造出熟悉的数列，难度中等偏

上。数列在近几年的高考中，在答题中出现在相对靠后的位置，向本题这样难度相对适中的

考题出现不多，但必须引起足够的重视。特别想提出，类似本题加入任意性和存在性的数列

考察形式更为灵活，相比数列较为陈旧的题型是一种新的趋势，同时也对考生的数学语言的

分析能力提出更高要求。同时，第三问中采用的分组求和法也是高考常考的方法，与错位相

减法和裂项相消法一样，都需要熟练掌握。 

【解】（Ⅰ）由②可得
2

1 1 2a a  ，
3

1 2 2a a          （2 分） 

由①可得 1 2a  .                             （3 分） 

（Ⅱ）由②可得
1

1 2n

na a   ，                          （6 分） 

所以数列{ }na 的通项公式 2n

na  .                  （7 分） 

（Ⅲ）由（Ⅱ）可得 2 1( 1) 4 2 1n n

n nb a      ，  

易得 1{4 },{2 }n n 分别为公比是 4 和 2 的等比数列，       （8 分） 

由等比数列求和公式可得 1 24(1 4 ) 4(1 2 ) 1
(4 16) 2

1 4 1 2 3

n n
n n

nS n n  
      

 
. （13 分） 

 

19.已知函数  2( ) 2 1 2 lnf x x a x a x    （ 0a  ）. 

（Ⅰ）当 1a  时，求曲线 ( )y f x 在点 (1, (1))f 处的切线方程； 

（Ⅱ）求  f x 的单调区间； 

（Ⅲ）若 ( ) 0f x  在区间[1, ]e 上恒成立，求实数a 的取值范围. 

【分析】本题是一道典型的利用导数研究函数性质的综合问题，主要涉及到导数与切线、导

数与单调区间以及利用最值求解恒成立问题，其中涉及到了不等式的分类讨论，需要对于二

次函数性质有深入了解，难度较大。虽然难度不低，但是这类型问题是考生大量训练的题型，

是最为基本的函数研究方法，考生入手容易，体面亲切，但是在求解过程中由于思维上的不

缜密可能会导致丢分。这类型问题属于高考必考题型之一，在熟悉基础知识的同时加以对应

练习，重视分类讨论的基本方式和特征，拿到较高分数并非难事。最后强调，求导的基本运

算性质和法则必须熟练掌握，如若不然，此题从第一步产生错误整个题目一分没有而且浪费



考场时间。 

【解】（Ⅰ）因为 1a  ，
2( ) 4 2lnf x x x x   ,  

所以
22 4 2

'( ) ( 0)
x x

f x x
x

 
  ,                        （1 分） 

(1) 3f   ， '(1) 0f  ,                                 （3 分） 

所以切线方程为 3y   .                                （4 分） 

（Ⅱ）
22 2( 1) 2 2( 1)( )

'( ) ( 0)
x a x a x x a

f x x
x x

    
   ,       （5 分） 

由 '( ) 0f x  得 1 2, 1x a x  ,                             （6 分） 

当0 1a  时，在 (0, )x a 或 (1, )x  时 '( ) 0f x  ，在 ( ,1)x a 时 '( ) 0f x  , 

所以 ( )f x 的单调增区间是 (0, )a 和 (1, ) ，单调减区间是 ( ,1)a ；     （7 分） 

当 1a  时，在 (0, )x  时 '( ) 0f x  ，所以 ( )f x 的单调增区间是 (0, ) ； （8 分） 

当 1a  时，在 (0,1)x 或 ( , )x a  时 '( ) 0f x  ，在 (1, )x a 时 '( ) 0f x  . 

所以 ( )f x 的单调增区间是 (0,1)和 ( , )a  ，单调减区间是 (1, )a .      （10 分） 

（Ⅲ）由（Ⅱ）可知 ( )f x 在区间 [1,e]上只可能有极小值点，  

所以 ( )f x 在区间 [1,e]上的最大值在区间的端点处取到，     （12 分） 

即有 (1) 1 2( 1) 0f a    且
2(e) e 2( 1)e 2 0f a a     ,  

解得
2e 2e

2e 2
a





.                                         （14 分） 

 

20. 已知数列 na 的首项
1a a ，其中

*a N ，

*

1

*

, 3 ,
3

1, 3 ,

n
n

n

n n

a
a k k N

a

a a k k N




 

 
   

，令集合

{ | , 1, 2,3,....}nA x x a n   . 

（Ⅰ）若
4a 是数列 na 中首次为1的项，请写出所有满足该条件的数列的前三项； 

（Ⅱ）求证： 1,2,3 A ； 

（Ⅲ）当 2014a  时，求集合 A中元素个数 ( )Card A 的最大值. 

【分析】本题依旧延续北京命题风格，是一道以数列为背景的组合问题，入手不难，淡化了

繁杂的数学技巧，强调对于数学概念本质的理解和逻辑推理能力的培养，体现出了新课改的

核心内容，难度较大。本题首先需要考生具有数学语言的阅读能力，通过数学符号语言表示

的题面来理解整个题目的本质，如果读懂题目，第一问的求解并非难事，希望考生不要盲目

放弃最后一题。本题涉及到了部分初等数论中无穷递降的思想，这里也想对能力相对较好，

有望冲击 145 分的考生强调，可以涉猎一些基本的初等数论问题（整除与同余部分，推荐学

生阅读选修 4-6）和组合数学问题，有助于培养类似压轴题这种问题的解题思路。本文编者

利用组合数学常见的划分方法给出了更容易理解的一个解法。这类型解法更符合组合极值问

题求解法的一般性，相比原答案中的递推说明更容易理解，更方便掌握。 



【解】（Ⅰ）根据
4 1a  和递推公式可知，

3 3a  ，进一步分析可知，
2a 可以等于9或2 ，同

理对于
2 9a  和

2 2a  两种情况进行分析，可以得到答案： 27,9,3 ， 8,9,3 ，

 6,2,3 .                （3 分） 

（Ⅱ）解法一：若 ka 被 3 除余 1，则由已知可得 1 1k ka a   ,
2 3

1
2, ( 2)

3
k k k ka a a a     ； 

若 ka 被 3 除余 2, 则由已知可得 1 1k ka a   ,
2

1
( 1)

3
k ka a   ,

3

1
( 1) 1

3
k ka a    ； 

若 ka 被 3 除余 0，则由已知可得
1

1

3
k ka a  ,

3

1
2

3
k ka a   ； 

     所以
3

1
2

3
k ka a   ， 

所以
3

1 2
( 2) ( 3)
3 3

k k k k ka a a a a       

所以，对于数列{ }na 中的任意一项 ka ，“若 3ka  ，则 3k ka a  ”. 

因为 *

ka N ，所以 3 1k ka a   . 

所以数列{ }na 中必存在某一项 3ma  （否则会与上述结论矛盾） 

若 3ma  , 则 1 21, 2m ma a   ； 若 2ma  , 则 1 23, 1m ma a   , 若 1ma  , 则

1 22, 3m ma a   , 

由递推关系易得{1,2,3} A .                      （8 分） 

解法二：若 1a ，则 A1 ，若 2a ，则 A 312 ，所以 A1
3

3
。 

若 ),1](3,3[ 1 Nkka kk  
，设 )320(3 kk mma   

若m 被 3 整除，则
3

a
]3,3[ 1 kk  

若m 被 3 除余 1，则 ]3,3[1 1 kka 、 ]3,3[2 1 kka ，
3

2a
]3,3[ 1 kk  

若m 被 3 除余 2，则 ]3,3[1 1 kka ，
3

1a
]3,3[ 1 kk  

由以上可知：最多经过3次操作，就能把a 变为区间 ]3,3[ 1 kk
内的唯一确定的一个数。

又因为 a 为常数，故 k 为某个确定的常数，因此经过有限次的变换，必然能把 a 变为区间



]3,1[ 内的某一个数 )(af 。 

若 1)( af ，则 A1 ， A2 ， A3  

若 2)( af ，则 A3 ， A1  

若 3)( af ，则 A1 ， A2  

总之， A}3,2,1{ 。             （8 分） 

 

（Ⅲ）集合 A中元素个数 ( )Card A 的最大值为 21. 

解法一：由已知递推关系可推得数列{ }na 满足： 

当 {1,2,3}ma  时，总有 3n na a  成立，其中 , 1, 2,n m m m   . 

下面考虑当 1 2014a a  时，数列{ }na 中大于 3 的各项： 

按逆序排列各项，构成的数列记为{ }nb ，由（Ⅰ）可得 1 6b  或 9， 

由（Ⅱ）的证明过程可知数列{ }nb 的项满足：  

3n nb b  ，且当 nb 是 3 的倍数时，若使 3n nb b  最小，需使 2 1 1 2n n nb b b     ， 

所以，满足 3n nb b  最小的数列{ }nb 中， 3 4b  或 7，且 3 3 33 2k kb b   ， 

所以 3 3( 1)1 3( 1)k kb b    ，所以数列 3{ 1}kb  是首项为4 1 或7 1 的公比为 3 的等比

数列， 

所以 1

3 1 (4 1) 3k

kb     或 1

3 1 (7 1) 3k

kb     ，即
3 3 1k

kb   或
3 2 3 1k

kb    ， 

因为 6 73 2014 3  ，所以，当 2014a  时， k 的最大值是 6， 

所以 1 18a b ，所以集合 A重元素个数 ( )Card A 的最大值为 21.    （13 分） 

解法二：若 ),1](3,3[ 1 Nkka kk  
，因为最多经过 3 次操作，就能把a 变为区间 ]3,3[ 1 kk

 内的唯一确定的一个数，所以每个区间 )](3,3[ 1 Nkkk 
内的 ),3,2,1( iai 最多不超

过 3 个。 

又因为
76 320143  ，所以 A 中的所有元素分布在如下的七个区间内： ]3,3[ 10

，

]3,3[ 21
， ]3,3[, 76 ，故 21)( Acard 。下面给出一个 21)( Acard 的集合 A： 

,33,23,13,33,23,13,33,23,13,33,23,13,33,23,13{ 222333444555666 



}1,21,11,33,23,13   

【结语】 

 纵观整张试卷从题型、难度、基本考点与往年的高三上学期期中考试基本一致，考生们

的第一感觉都较为熟悉亲切。这次考试依旧全面考察的基础知识，基本数学能力，题目难度

属于中等，没有怪题难题，强调对于逻辑思维和数学能力的考察，符合北京高考的命题特点，

具有一定的参考价值。希望考生们在后续的复习中，注重数学的基础知识和解决基本问题的

能力，注重数学学科内的联系与综合。同时，本次期中考试作为区内的第一次统考，对于考

生自身的定位也有一定的帮助，希望考生及时发现现阶段复习中存在的问题，及时予以改正。 

【期中后复习建议】 

1.用好期中试题，重视试题背后的东西，根据试题查漏补缺。 

2.从题海中适当解放出来。放慢节奏，多总结、多重复。这是 2014 年及以后高考命题的方

向。 

3.对所复习的每部分内容要非常重视对有关概念的内涵、外延的理解和应用，同时注重对

“3521”的体会和应用。“3”指：数形结合的思想、分类讨论的思想、函数的思想；“5”指：

极端原理、运动变化的观点、归纳猜想、构造、从反面考虑问题等；“2”指：归纳推理、演

绎推理；“1”指：数学的直观感知及分析问题解决问题的能力。 

另外，希望不同层次的考生有不同的、适合自己的一轮复习策略： 

（1）基础不太好的同学，应脱离题海，用心狠抓对重要概念的学习和正确理解，狠抓基础

知识的落实和基本方法的规范应用，很抓高考高频考点的落实。 

（2）基础中等或中等偏上的同学，应脱离题海，狠抓重要概念、重要的思维方法、落实高

频考点，特别是在暴露出来的漏洞上多下工夫，找到源头上的原因，从新的起点重新复习。 

（3）基础好的同学，除以上内容外，应在第 8、14、20 题的复习上加强思维能力的提高，

并争取做出第 20 题，冲击 140 分以上。通过精华学校历年来对人大附中等学校尖子生的培

养证明，第 20 题是有规律的，是可以通过复习达到解题目的的。 

 

最后，希望考生积极备考，注意身体健康，考出理想的成绩！ 

 


